
" 
I. 

. 
i 
l 
I 

1 
{ 
I 
l . 
j 

1 

1 
j 

i 

DELA-M 75-0412 

J;:J:JT7I!1i d~ ,\f.ic".';iq'l '!, 

" 01. 13, n~ 4, D~~;ubre 1974. 

L'equation d'etat du quatrienle ordre 
Application a des solides du systelne cubique 

par 

Mich ele DEI,A~~QY* et Andre LACAi\f* 

RistNL - L'eq uatioo d 'etat non lineaire du qU3trieme ordre, c-ombinee avec la 
rebtion d 'Hug:onior a ere utili5¢! pour decrire Ie comportement tbennodynamique des 
wEd¢; soumis i! ces ondes de choc de c-ompre~sio;] . 11 y a a=rd quasi absolu avec k s 
rC-Sull.1ts cxp¢rimcnraux jusc;u 'a, un t2.ux de compression de 0,8 pour k, c-orp3 etuoies 
5uivaUls : aluminium , argc-Qt, cuivre, or, sodiuo, chlo~ure de so<iium, fluorure de 
lithium et periclas.e. II semble po~ible de calculcr une yal"ur approcbee de (31 K/CP1)do. 

A BSTRACT. - T he fou"h order a;]harmoruc equat ion of st2. te, combiJ:ed with the 
H~!go;:iot relation, is us.ed to describe the th;;:rmod:,namic response of eight solids subject 
to shock-w2,Ye c-omr'QSion. T here is almost perfect agreement in volume-ratio rallge 
\0 0.3 for eight m2.tcriaIs considered: a!um.i.Dium, silYer, copper, gold , sodium, sodium 
chloride, Ji:hium flucrid;! an d peridaS-:!. It app"...ars possible to deduce an approximate 
\"31u;! of (c2 K/cP" },'(), 

I. In troduction 

Th.:rmodynamiquement l'energie libre f d 'un corps est reliee aux p~ra­

metres d'etat P, V et T par Ja relation 

(1) p= [ofJ 
- oV _ T' 

D'apres Jes trav,nlX de L('ibfried et Lud\vig [J} lorsque j est representee 

par une expiession du quatrierue crere elle se d6compose de Ja fa~on 

su iv3.nte 

(2) f = <;>(V) + f.+ f*(T), 

" C, N. R. S., Lalx>r2to~\!S de B-eUe',lle, 1, place Aristide-Briand, 92190 Bdlevue. 
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640 M. DELA"~OY IT A. LACA)'{ 

OU <;> (V) ('st I'energie potent~elle, I. I'energie libre de vibration et f* (T) 
la contribution non lineaire a l"e nergie libre qui depend uniquement de 
Ia temperature. Par consequent I 'avantagc de la theorie du quatrieme 
ordrc est de tenir compte ues effets de tempera ture. 

La theorie du qtJatrieme ordre implique que : 

10 L'energie potcntielle <;> (V) cst d6Yeloppable cn serie de Taylor jusqu 'au 
qu atrieme ordre par rapport aux composantes du ten seu r lagrangien des 
deformations A (ou tenseur de Green). 

<i> (V) s'6crit en utilisant la notation de Voigt: 

(3) 

Les « primes» caraclerisent I 'etat non deforme. V' est Ie volume speci­
fique dans l'etat non deforme et les C' ks constantes elastiques du second 
au q uatrieme ordre. 

2° L'energie libre de vibration, I., est don nee par 

(4) 

ou Ies Wj sont les frequences propres du solide. La sommation est effectuee 
sur lesj frequences propres de vibration. h est]a' consrante reduite de Planck, 
k la constante de Boltzmann et T I:! temperature absolue. 

Dans l'approximation du quatrieme ordre, les Wj soot du second ordre 
par rapport aux composantes Aij du ten seur de Green. En consequence, 
Ie dcveloppement er. serie de Taylor del. par rapport aux Au doit s'arreter 
au second ordre; soi[ : 

(5) 

ou les derivCes sont calculees dans l'etat non deform~. 

D'apres Leibfried et Lud\vig [I], d'une part et Thomsen [2], d'autre 
part, 

(6) [( a j,) J' , U' -~- = -YII • 
oAij T 

YOLU~E 13 - 197-1 - ~o 4 
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EQUATIO~ D'ETAT DU QUJ.TRlbiE ORDRE 641 

et 

(7) [( e2f. ) J' = _(Crij)'U'+':'" (U'-TC) - ,' -A -A < tIl f pq. p , 
Cr\ij C pq T C pq 

u: et C~ etant, respectiYe ment, l'encrgie in terne de vibration et ]a chaleur 
sp<!cifique a volume constant du solide, dans l'e lat non d6forme. Yil' Ie 
parametre de Gru neisen est defini ici sous sa forme tcnsorielle 

1 aln {;)2 _ 

, Yij = - 2 FiP~F,j, 
pq 

(8) 

~slJl au les F t.T. sont les composantes du tenscur gradien t de la deformation 
ion en coordonnces de Lagrange : 

'.OCS 
,,\\2 

·i,'ll 

\\tU": 

;.... 

HIl 
\0 

\C 

[Aij = ~ (Fpj Fpj - Oij)]' 
Dans les relations (6), (7) et (8) on a applique l'bypothese de GIiinei ~en 

qui permet de rem placer les fn::quences propres Wj par leur moyenne 
spectrale CD. 

C 3° f* (T) est la contribution non lineaire a I'energie libre dans l'equa-
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tion (2), eUe oe depeod que de la temperature absolue. Examinoos Ie cas 
particulier des cristaux ayant uoe structure cUbique. 

On a alors 

au 

L'equation d'etat du quatrieme ordre s'ecrit dans ce cas a partir de (1) 
et en utilisant l'expression detaiUee de (2) : 

(9) 

au 

It - 1 "C' - 34 K' L- ,p",' 
:r,~. T. X 

1 . 
r = -3-, L ~~t> 

3 K (l.II.' 



\ 

642 M. DELAl'.1'\OY IT A. LACA.\{ 

et y' est Ie para metre de Griineisen dans l\~tal non deforme (en cffet 
Yij = '(bij pour un cristal cubique). 

II faut signaler que I'equation du quatrieme ordre est en fa it une modi­
fication au meme ordre de 1 'equation d'etat de '\fie-Griineisen : 

(10) p=_d'P+ y
U., 

dV V 
equation etablie au tro:sieme ordre. 

2. Calcul des constantes de I"equ3lion du quatri~me ordre 

Les constantes V', K', y', \, 1 et A sont solutions d'un systeme non 
lineaire de six equations a six inconnues obtenu en ecrivant. 

1 ° I'equation (9) daDS I'etat zero defini par P = 0, T = To = 300 K 
(qui determine implicitement V'); 

2° les derivees partielles premieres de (9) par rapport aux trois para­
metres d'etat; 

3° la derivee partieJle seconde de (9) par rapport a P et 

4° en formant les combinaisons appropriees de ces derivees partielles, 
calculees dans I 'etal zero, on etablit les expressions donnant les autres 
constantes. 

Le systeme obtenu est Ie suivant [2] : 

O=Ao- - f'Ao+-AAo--- -+ A-'f 1--- Ao, 3 2 3 3 U:O {r' [ ,2 ( TC'rQ)] 1f 
2 2 V'K' 3 U~ 

K'=Ks ~ 1-3iA +~AA2- Uso 0._l2) , (V)-1/3{ , }-l 
o V' 0 2 0 V'K' 

'= V'KO':l0 (Vo)1 /3{1+3[~+.,dlnC~1 JA }-1. 
y C:.o V' y' (dIn T 10 0 

(11) V' (V )-1/3{ ( 1) [-KSll} )'=-, ~ C!oKo K~-- + c,. I +l2, 
C.-o V 3 cT J 0 

1= ~ - - +3AAo, Ko(VO)-I(CK) I 
K' V' cP T 0 

_ Ko(VO)-5/3 
A- - -

K' V' 

{ (C2K) I (CK) I [(CK) \ ] I} x Ko -- I + - - +1 - - . Cp2 T 10 cP T 10 cP T 0 9 

YOLt;:M.E 13 - 1974 - ;.;0 4 _ 
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EQUATIO~ D'ITAT DU QUATRIb!:E ORDRE 643 

US quantit6s affectees de I'indice «0» sont calculees dans l'etat zero - K 
et K S sont respectiyernent les modules de comprcssibilite isothcrme et 
adiabatique et ~ Ie coefficient de dil ata tion tllermique volumique. Les cinq 
premieres equations permettent de calculer par iteration V', K', r', A. 
et r en fonction des quantites 

( C.K) I - I et 
iP Tlo 

Ces demieres sont accessibles a I'experience. 

En ,evanche, il n 'existe pas, actueJlement, de technique permettant 
d'acceder a la mcsure de (e l K/Cp2h ,0' II en resulte que Ie systcme (II) 
ne permet pas de calculer A. 

Toutefois, i: ex.iste plusieurs procedes indirects pour calculer A. On peut 
soit fa ire appel a des considerations theoriques sur les forces interato­
migues, soit utiliser les donnees d 'experiences ultrasoniques a pressions 
moyennes ou I 'experience sur la dyoamique des ondes de choc. C'est cette­
demiere metbode qui va etre developpee. 

Les ondes de cboc voot etre considerees dans Ie cadre de la theorie 
hydrodynamique. Le front d'onde est suppose suffisamment etroit pour 
etre assimilable a une surface de discontinuite. On coosidere par ailleurs 
un choc droit, dont Ie profil est independant du temps. Dans ces condi- . 
tions I'equation d'Hugoniot s'ecrit [3J : 

(12) 

Uo, U H, Yo, VII' Po et PH representent, respcctivement, les energies 
internes, les volumes et les pressions devant et derriere Ie front d 'onde : 
La combe d'Hugon.;ot est Ie lieu des etats (PH' VH) relies a I'etai (Po, Vo) 
par I'equation (12). Comme precedemment nous avions pris un etat initial 
pour lequel Po = 0, l'equation pre~dente devient 

(13) 

D'apres la theorie du quatricme ordre, U H est de 1a forme [1] 

(14) 
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AI ................ . 
A.g •• . ..•..••...••• 

Au ......... . ..... . 
Cu ............... . 
Na ............... . 
LiF ............... . 
NaCl ............. . 

l..-fgO ••.•....•..... 

M. DELASSOY IT A. LACMI 

(cK/6P"h 10 

5,!9 (") 
6,18 (") 
6,43 (") 
5,59 (') 
3,60 (C) 

5,30 (4) 

5,27 (') 
3,94 (') 
4,29 CO) 
4,43 (') 
4,5 (') 
4,8 (') 

TABLEAU 

Alt) 

24 
20 
36 
21 

0 
16 
23 
24 

25 

(02 K/CP2}, ;0 kbar1 -

(10- 3 ) 

- 3,91 
- 22,20 
- 4,49 
- 9,03 
-267,05 

17,82 
- 15,70 

+ 7,59 

+ 1,26 

(") sCH~n..~-;;: R. E. et S'IITI-I C. S., Pressure deriratil·es of the elastic constants of 
aluminium and magnesium (J. Plrys. Chern. Soi., \01. 9, 1959, p. IQO..I12). 

(') D A."lELS \V. B. et S,IITH C. S., Pressure derhatil·es of The elastic constants -of .copper, 
silrer and gold TO JO()()() bars (Phys . Rev., vol. Ill, 1953, p. 713-721). 

(<') D .. s,slns \V. B., Pressure mria/ion of the elastic constants of sodium (Phys. Rev., 
vol. 119, 1960, p. 1246-1252). 

(4) Mc LEAS K. O. et S~!TTH C. S., LiI c,'asTic conSTants and temperu/ure deril·atin!s 
at 295 K (1. Phys. Chem. Sol., VO!. 33. 1972, p. 275·278). 

(') POTITR W. N ., BARTELS R . A. et WATSOs R. \V., The pressure d~per.dence of 
the elastic CO"..5lal1ts of The alkali chlorides (J. Phys. Chem. Sol., yol. 32, 1971, p.2363·2372). 

(0 A"l)[RSO~ D. L. e[ SCHREl1lER E., The prpssure duiw/il·es of tire so:.md ndocities 
of pofycrystalline magnesia (J. Gcophys. Res., \ ·01. 70, 1965 . p . 5241-5243) . 

CO) CHASG Z. P. et BARSCH G. R .• Pressure dependence of the elasTic COllSrants of 
single crystalline magnesium oxyde (1. Geophys. Res., yol. 74, 1969, p. 3291 · 3294). 

(A) SPETZLER H. A. \V. et A"1)ERSO~; D. L., Discrepancies in elastic constants data 
f or MgO polycrysTals and single crysrals (1. Amer. Ceram. Soc., yo1. 54. 1971, p. 5~0-525). 

(') BRIDG!>l..''-'' P. W .. Th'! physics of high preHure, G. Bell. and Sons, London, 1952-
(') BoGARDt:S E. H., Temperature dependence of the preuure coefficients of elasri:: 

constants for ~aa (1. Appl. Pllp., Yol. 36, 1965, p. 250-+·2513). 
(') POl.!r ch:1cun ces corps etudies, A a ete calcule pour au moins trois vaJeurs d.: ValVo 

(en general pour 0,95,0,90 et 0,85), la valeur relenue elant la r.1oyenne des yalet.:rs calcu!ees. 
L'ecart absolu entre les valeurs de A ainsi obtenues, pour un me me corps, o'est jamais 
su~rieu r a une unite. 

en substituant (13) et (14) dans I'eljuation de Mie Griineisen on obtient 

(15) 

YOI.t .. -xE 13 - 1974 - /,<0 4 
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La variation, en fooction du volume, du parametre dt: Grilneisen, pour 
un cristal cubique, est obtenue it partir de la relation (8). Compte tenu 
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P. kbor 
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1100 ARGENT 
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:;00 
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0 .90 0 . 80 .... ~ V/Vo 

Figure 2 

des definitions de -( et A. on a 

(16) ( V)2/
3 

rCv) = V' Cl+3A.A). 

En un point (PH ' VH) de la courbe d'Hugoniot, I'equation (15) ne contie'..lt 
qu 'une seuJe inconnue A qui peut alors etre deduite U:4], [5]). 
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.. 
Vivo 

A a ete calcule ici pour buit solides a :.-tructure eubique : cinq metaux : 
aluminium, argent, cuiHe, or et sodium; deux halogcnures alcalins : 
c.blorure de sodium et fluorure de lithium et enfin pour un mineral: peri­
clase. us yalcurs ainsi obtenues sont consignees dans Ie tableau. On cons­
tate que A est voisin de 20 pour six des corps etudies alors que pour l'or 
on troU\'e 36 et 0 pour Ie sodium. II ne semble done pas possible de tirer 
de conclusion gem?rale sur la grandeur de A bien que dans Ie cas present 
la valeur moyenne soit de 20 [\"Oir note (~, tableau]. 

42 
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P. kbc. I 

IBOO OR 

1600 

14 00 

1200 

1000 / 
800 

600 

~ OO 
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! ~ 
0.75 0.80 0 .85 0 .9 0 0.95 

VI\'o 
Figure .. 

3. Comparaison entre Ies courbes d'Hugoniot et celie;; du quatrieme ordre 

L'equation (I5), da ns Jaquellc to utes les constantes sont connues, peut 
se mettre so us la forme 

(17) 
P4 = -- (d9/d\j !H +'( (VH) {[Uo - 9 (VH)] I V H} • 

1- [-reV H)J2] [eVO/ VH) -1] 

.... OL;;~E 13 - 1974 - :sO 4 
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Equation qui a permis de tra~r la courbe du quatrieme ordre [lieu des 
points (P 4, V H) pour les buit solides pn!cites]. Les figures de I a 8 montrent 
la comparaison entre les courbes ainsi obtenues avec les exp6rimentales 
d'Hugoniot (l6J a [9]). 

1'. lebor 

I 
300 

200 

100 

10 

0.95 O.H 

SODIUM 

HUGONIOI i 
~ 

i 
f 
i 
i 
i 

<r 
! 

i 
i 

i 

0.75 0.65 0.55 

Figure 5 

, 
; 
I r 

j 
f 
! 
j 
I 

0.45 v/vo 

Pour Jes huit corps considen!s, on peut remarquer que les deux types 
de courbes sont confondus pour des valeurs du rapport.VufVo compri$~s 
entre 1 et 0,825. 

. . 
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. L'accord ainsi obtenu parait ne dependre ni de la nature du corps etudie. 
(Les resultats sur I'argent et Ie cuiHe, d 'une part, et sur Ie periclase, d 'autre 
part, sont presque identiques) ni de la compressibilite intrinseque des 
solides (Ie sodium est nettement plus compressible que les autres corps.) 

P. kbar 

250 CHLORURE DE SODIUM 

200 

1;0 

100 

50 

vIVo 
Figur e- 6 

En conclusion, l'accord observe entre la theorie et l'experience, se pour­
suit dans un domaine de pression relativernent large; ainsi la concordance 
est quasi totale jusqu ' 3. ~ kbar pour Ie fluorure de lithium, 580 kbar pour 
Ie cuivre et Ie peric1ase et 1 000 kbar pour 1'0r. 

Aiosi que nous {'avons mentionne, il n 'existe pas, a notre coDnais5ance, 
de methode experirnentale permettant d'acceder a (e 2 K jcp2>r :0' dans 
l'etat actuel des techniques. II apparait possible, en utilisant la theorie 
du quatrieme ordre, d 'avoir un ordre de grandeur de cette quantite. 

VOLUYE 13 - 1974 - NO 4 
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Po kbor 

I 
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Figure 7 
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651 

VIVo 

En effet, A ayant ere determinee, il ne subsiste plus dans !'equa tion corres­
ponciante du systeme (II) qu'une seule inconnue qui est precisement la 
quantite envisagee. Cette derniere est alors donnee par I'expression 

(19) - - - - - A- - - +1 +- . (8
2 K) I - 1 {K' (VO)5

/
3 . (OK) I [( OK ) I ] I} 

Op2 T 0 Ko Ko Y' oP T!O 6P T 10 9 

Les valeur.; pour les buit corps precites sont indiquees dans Ie tableau. 
On remarque que seule la yalcur obtenue pour Ie periclase c;st positive 
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J 

PERIClASE 

0.90 O •. tS 0.80 

Figvre 8 
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alors que les autres sont toutes negatives. Cette singularite peut evcntuel­
lement s'expliquer par la tres grande incertitude avec laquelle est obtenue 

(oKjaPh 10' 
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